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16. Der Wahrscheinlichkeitsbegriff in der Theorie
- der Strahlung; .

von P, Debwye.

Von den drei Wegen, charakterisiert durch die Namen
Planck, Jeans, Lorentz, welche bis Jetzt benutzt wurden,
um zu einer Theorie der Wirmestrahlung zu gelangen, kann
bekanntlich keiner als ganz unanfechtbar oder vollstindig
gelten. Lorentz beschrinkt sick von vornherein auf lange
Wellen; Jeans erhilt dasselbe Gesetz wie Lorentz und be-
ansprucht seine Gultigkeit fir alle Wellen, obwohl es nicht
mit der Erfahrung stimmt; Plancks Gesetz wird vollauf durch
die Erfahrung bestitigt, die Ableitung indessen enthalt einen
schwachen Punkt insofern, als die beiden Teile, aus denen
der Beweis des Strahlungsgesetzes aufgebaut wird, in- den
Grundannahmen voneinander abweichen. Kinmal wird nimlich
bekanntlich, unter Benutzung eines vollstindig bestimmten
Ansatzes fur die Energie des Resonators in ihrer Abhingig-
keit von seinem Moment und dessen Anderungsgeschwindigkeit,
die mittlere Energie desselben in Zusammenhang gebracht mit
der mittleren Energiedichte -der Strahlung im Ather. Dann
wird aber fiir den zweiten Teil des Beweises die bahnbrechende
Annahme der Existenz von Elementarquanten der Energie
gemacht, welche indessen in keiner Weise zusammenhingt
mit dem im ersten Teil angenommenen Energieausdruck des
Resonators, ja diesen geradezu widerspricht. Man kénnte nun
versuchen, im ersten Teil des Beweises die ﬁbereinstimmung
mit der Wirklichkeit zu erreichen, durch eine geeignetere An-
nahme fiber die Bewegungsgesetze des Resonators. Ks kann
- indessen fraglich erscheinen, ob die genauere Kenntnis der
Resonatoreigenschaften fir die Ableitung eines Strahlungs-
gesetzes wirklich notig ist und ob man nicht mit der Hypo-
~ these der Elementarquanten allein, als einziger bekannten
Eigenschaft der Resonatoren, auskommen kann. Diese Ver-



1428 P. Debye.

mutung gewinnt an Wahrscheinlichkeit, wenn man den Jeans-
schen Beweis auf die benutzten Hilfsmittel analysiert. Zwar
diirfte es ausgeschlossen sein, wie Jeans es macht, ganz ohne
Benutzung einer Eigenschaft der ponderabelen Korper zu einer
Strahlungstheorie zu gelangen, denn in einem nur mit Ather
gefilllten Raume ist jeder beliehige Zustand stationir., Wir
miissen unbedingt wenigstens etwas von dem Mechanismus
kennen, wodurch es einem ponderabelen Korper (Kohlestiaubchen)
moglich wird, Strahlung von einer Wellenlange in solche von
anderen Wellenlingen umzuformen. Aber es scheint mir, daB
das, was wir hieriiber wissen miissen, ganz in der Hypothese
der Klementarquanten enthalten ist und nicht dariiber hinaus
zu gehen braucht. Von diesem Standpunkt aus wollen wir
deshalb im folgenden einen Weg versuchen, der unter Zu-
hilfenahme der Elementarquantenhypothese, fiir einen beliebigen
Strahlungszustand die Wahrscheinlichkeit und damit bekannt-
lich die Entropie berechnen laBt, aus den Eigenschaften des
Zustandes selbst ohne Zubilfenahme von Resonatoren. Die
schwarze Strahlung ist dann definiert als diejenige Strahlung,
der unter allen moglichen die grofite Wahrscheinlichkeit zu-
kommt.

§ 1. Die Wahrscheinlichkeit eines beliebigen Btrahlungs-
zustandes.

Mit Jeans betrachten wir, wie es eben fiir die Rechnung
bequem ist, Strahlung eingeschlossen in einem kubischen Raum
von der Seitenlinge I Zu einer Zeit =0 kdnnen wir das
elektromagnetische Feld in die fir den betreffenden Raum
charakteristischen Elementarbestandteile, die Eigenschwingungen,
zerlegen und deren Intensitiiten, gemessen durch die Kon-
stantenl) e, e,, €, by, Ay Ay berechnen.?) Fiir alle folgenden
Zeiten ist dann das Feld eindeutig bestimmt, solange nicht

1) Wir benutzen durchweg die im Planckschen Lehrbuch iiber
Strahlungstheorie benutzten Bezeichnungen und verweisen fiir die Dar-
stellung der Jeansschen Betrachtungen auf p. 178 u. f. desselben.

2) Fiir den durch die Konstanten ¢ . .. . hy’ gemessenen Bestand-
teil gelten die folgenden Bemerkungen genau so, wie fiir den durch
¢ . » « by charakterisierten Bestandteil, den wir deshalb allein betrachten

wollen.
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ein materieller Korper seine ausgleichende Wirkung aus-
zuitben beginnt, Wir erinnern weiterhin daran, daB die sechs
Konstanten ¢ ... A, durch vier Gleichungen miteinander ver-
kniipft sind und also nur zwei von den sechs Grofen als un-
abhiingige Variabele angesehen werden konnen. Betrachten
wir nun eine von diesen Eigenschwingungen ihrem qualitativen
Aussehen nach, charakterisiert durch die drei ganzen Zahlen a, b, c,
welche bekanntlich die Anzahl Knoten messen, welche man in
den drei zueinander senkrechten Kantenrichtungen des Kubus
zihlen kann, so ist die dieser Eigenschwingung zukommende
Energie, wie man leicht ausrechnet, gleich

%’ (g) (e, + &7 + e® + 4 + hy? + hg?)
RN
ST

wobei noch zwischen den drei GroBen e, e,, e, die Beziehung

besteht: :
ae +be +ce; =0,

Veranschaulicht man sich die letzte Gleichung i einem
cartesischen Koordinatensystem, auf dessen Koordinaten die
drei GroBen e, e,, e, aufgetragen werden, durch eine durch
den Nullpunkt gehende Ebene, so ist durch einen Punkt dieser
. Ebene die betreffende Eigenschwingung auch ihrer Intensitit
nach vollstindig bestimmt. Wir Lkonnen noch in der be-
treffenden Ebene ein rechtwinkeliges Achsenkreuz mit den
Achsen & # anbringen und haben dann den Zustand bestimmt
durch die zwei Koordinaten &, 4 des hervorgehobenen Punktes,
wibhrend seine Energie gemessen wird durch &2 + 72, das
Quadrat des zu unserem Punkte gehorigen Radiusvektors.
~ In dieser Weise ist dann die Eigenschwingung in Analogie
gebracht mit dem Bewegungszustand eines Planckschen
Resonators, dessen Energie ebenfalls gemessen wird durch die
Summe der Quadrate zweier voneinander unabhéngigen GroBen,
welche das Moment des Resonators bzw. dessen Anderungs-
geschwmd1gke1t messen,

Ebenso wie bei Planck der Resonator als Ganzes, nicht
seine potentlelle oder seine kinetische Energie allein bei der
Abzshlung eine Rolle spielt, wird bei uns die durch die zwei
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GroBen &, 5 definierte Eigenschwingung als ein Element in
Betracht kommen.

Wir kommen jetzt zum Begriff der Wahrscheinlichkeit.

An die Spitze stellen wir die Plancksche Klementar-
quantenhypothese in der Form: Schwingungsenergie kann von
ponderabelen Korpern aufgenommen werden und eventuell in
Energie von anderer Schwingungszahl tibergefihrt werden nur
in Form von Quanten von der Grofe 4w.

Dann betrachten wir die Anzahl verschiedener Elementar-
zustinde im obigen Sinne, welche in unserem Kubus vor-
handen sind zwischen den Schwingungszahlen » und » + dw.
Diese Anzahl belduft sich auf?)

(1’ 872ty — N,

c3

Fernerhin verteilen wir die jedem dieser Zustinde zukommende
Energie in Klementarquanten 4» und nebmen an, daB f(»)
solcher Quanten zu einem Zustand mit der Schwingungszahl »
gehbren mogen. In unserem Raume ist dann von Schwingungen
mit der Schwingungszahl » bis » + dv vorhanden an Energie
die Menge - ,
8

@) U,dv=""C27 £o) du.
Analog wie bei Planck wird dann die Wahrscheinlichkeit
eines beliebigen durch die Funktion f(») charakterisierten
elektromagnetischen Feldes unseres Hohlraumes gemessen werden
durch die Anzahl voneinander verschiedener Zuordnungen unserer
Quanten zu den Elementarzustinden. Soweit nur die Schwin-
gungszahlen » bis » + dv in Betracht kommen, wird diese
Anzahl nach einer schon von Planck benutzten Formel 2)
gegeben durch die Zahl3) ‘

Ndv+ Nfdw)!
() ' w=(%7'dv)!(‘N;:dw;! ’

1) Vgl. M. Planek, L e p. 176. Da einer unserer Elementar-
zustdnde zwei Freiheitsgrade entspricht, enthilt die Formel (1) den
Faktor 8 = statt 16 = wie bei Planck, L e.

2) M. Planck, L ¢ p. 152.

'3) Es moge gestattet sein, die Art der Wahrscheinlichkeitsbetrachtung
durch einen Vergleich mit der in der Gastheorie tiblichen zu beleuchten.

In der Gastheorie hat man ein Gebilde, bestehend aus vielen Mole-
kiilen, der Bewegungszustand eines Molekiils wird charakterisiert durch



Theorie der Strahlung. 1431

Die gesamte Wahrscheinlichkeit # des durch f(») charak-
terisierten Zustandes ist also

o (Ndv 4+ Nfd!
4) W= (Ndn! (Vfde)!
das Zeichen IT bedeutet, daB das Produkt zu bilden ist fir
alle zu den verschiedenen Abschnitten d» -gehorigen Teil-
wahrscheinlichkeiten w.

In bekannter Weise erhalten wir also fiir die Entropie §
den Wert

: (N dv + N fd)!
(5) § = klog W_kZ’l SR A Tl

wobei die Konstante 2 den Wert hat
' k= 1,85.10"16 erg.

Die GroBen Ndv und Nfdy sind also groB gegen 1 zu be-
‘trachten, dementsprechend ersetzen wir die Fakultiten durch
ihre Niaberung nach der bekannten Formel

| logp! = plogp —p
und erhalten dann nach einigen Reduktionen

(6) §=kS Ndv{l + f)log(t + ) — flogf}.

dic Angabe von z B. p voneinander unabhiingigen GroBen. Man fragt
nach der Anzahl Molekiile, welche sich in einem Raumelement des zu
den p Variabelen gehérigen p-dimensionalen Raumes befinden, im wabr-
scheinlichsten Falle. Der Rechnung muB also eine Definition der Wahr-
scheinlichkeit vorangestellt werden, welche sich ihrerseits wieder zu
stiitzen hat auf die Erkenntnis derjenigen Anordnungen, welche als
gleichwahrscheinlich betrachtet werden miissen. Die Grundlage fiir diese
Erkenntnis bildet der der gewd&hnlichen Mechanik enthehene Liouville-
sche Satz.
Der Jeanssche Kubus spielt hier dieselbe Rolle wie ein Molekiil
" oben und zwar ein Molekill mit unendlich vielen Freiheitsgraden. Wir
haben also einen ersten Unterschied, der aber nicht wesentlich ist, in-
sofern als von mehreren Molekillen nicht die Rede ist. Der zweite -
wesentliche Unterschied gegen oben liegt in der Anwendung der Ele-
mentarquantenhypothese, welche in Analogie zum Liouvilleschen Satz
tritt. Ebenso wie niimlich letsterer die Energieiibertragung von einem
Freiheitsgrad auf den anderen bei den ZusammenstBen miBt, ermoglicht
die erstere Hypothese in der Strahlangstheorie den Uberblick iiber den
entsprechenden Umsatz von Energie aus einer in eine andere Wellen-
linge, sofern dieser durch einen materiellen Kérper veranlaft wird.
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Wir ersetzen noch die Summe durch ein Integral und haben
schlieBlich mit Riicksicht auf (1):

S _sxB [

M 5 =" {1+ f)log(t + /) — flogf}s?dv
0

als Ausdruck fiir die Entropie eines beliebigen Strahlungs-

zustandes, der zwischen » und » - dv die Energie

8w lPht

(8) U,dv=——7—F@dv
besitzt.

Bezeichnen wir noch die auf 1 em® bezogene spezifische
Entropie bzw. spezifische Energie mit s bzw. »,, so konnen
wir statt (7) bzw. (8) noch schreiben:

, s 8n o 1 1 2
@) =3[+ Nleg + /) logfivid,

0
Smhvd®

(8) u,= 2207 g,

§ 2. Die (lesetze der schwarzen Strahlung.

Bringen wir in unseren Hohlraum eine beliebige Strahlung
und lassen diese dann mit einem Kohlestiubchen in Berihrung
kommen, so wird sich nach einiger Zeit durch Ubergang von
Energie aus einer in andere Schwingungszahlen ein Zustand
ausgebildet haben, der dadurch ausgezeichnet ist, daB die
Wahrscheinlichkeit, also auch die Entropie, den mit der ge-
gebenen Energiemenge vertriiglichen griften Wert angenommen
hat. Die Strahlung ist schwarz geworden. Um das Gesetz
der schwarzen Strahlung zu finden, geniigt es also, diejenige
Funktion f(») zu suchen, welche die spezifische Kntropie (7’)
bei gegebener spezifischer Gesamtenergie '

9 u=fu?dv‘= Sz;hfw3fdw

zn einem Maximum macht. Durch Variieren von (7") und (9)
nach f findet man in iblicher Weise fiir diese Funktion die
Bedingung

(10) log(1 +f)—logf=ahwv,
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wobei a eine vorliufig unbestimmt bleibende Konstante be-
deutet, oder ausgerechnet
1

(1) f=

—1
Die Konstante ¢ konnte man unter Benutzung von (9) durch
die spezifische Gesamtenergie ausdriicken, einfacher aber ist
es noch, die Temperatur 7 der Strablung als neue Variabele
einzufiihren. Nach den Grundgesetzen der Wirmetheorie gilt
némlich: -
a 1
(12) =T
oder auch mit Riicksicht daranf, daB s sowohl wie z als
Funktion von e geschrieben werden kénnen, wenn man den .
in (11) gefundenen Wert fiir / in (7') und (9) eintrigt:

: ds.
' 1 da
1y T
da
Nun ist nach (11):
, df o 6a,hzr A
as)  f=4-=— T R L AU AT
so daB wir aus (7") erhalten :
ds 8n - .
= o [flog(L + /)~ logflf st v

0

- Sgahff(l + log I;vasdv,
0

wofiir wir auch mit Riicksicht auf (10) schreiben kénnen
(14) L L ffl-i—ffu‘*dw

Andererseits ergibt die Dlﬂ’erentla,tmn von (9) mit Riicksicht
auf (13):
duw 8 nh

(15) i ff (1 + fotde,

so daB wir nach (12" aus (14) und (15) einfach erhalten
1

Annalen der Physik, IV. Folge. 33. 91



1434 P Debye. Theorie der Strahlung.

Unter Einfihrung der Temperatur 7' erhalten wir also fir die
schwarze Strahlung nach (19)

oo [=.s]
8ah [ ¥Pdv
(17) = [ udv= & = )
e*T 1
0 [V}
d. h.
8 v? hy
‘ (18) u, = P X ?
et ~1

mit anderen Worten wir haben das schon von Planck an-
gegebene Gesetz wiedergefunden. '
Bedenkt man, daB hiernach fiir die schwarze Strahlung

| . 2 u,
kv T 8nhdd

angenommen werden muf, so sieht man, daB auch der aus (7')
folgende Wert von s, mit dem Planckschen ubereinstimmt,
Was nun schlieBlich die Frage betrifft, ob man die
Existenz der Elementarquanten als Eigenschaft des Athers
oder, was man bis auf weiteres wohl bevorzugen sollte, als
Eigenschaft der Materie ansehen soll, dariiber geben die obigen
Uberlegungen keinen Aufschlub; sie lassen sich suf Grund
jeder dieser beiden Annahmen verstehen und durchfithren.
Allerdings wiirde im ersteren Falle die Berechnung der Anzahl
der auf einen Bereich dv entfallenden Eigenschwingungen nicht
mehr ohne weiteres verbiirgt werden konnen. Vor allem aber
hoffen wir gezeigt zu haben, daB fiir die Ableitung des Strah-
lungsgesetzes kein iiber die . Quantenhypothese hinausgehendes
Eingehen auf die Resonatoreigenschaften erforderlich ist.

(Eingegangen 12. Oktober 1910.)



