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- 8. Vereinfachte Ableitung der kombinatorischen
Formel, welche der Planckschen Strahlungs-
’ theorie rugrunde liegt; :

von P. Ehrenfest u. H. Kamerlingh Onnes,

Wir haben im Auge den Ausdruck

¥ (N—1+ P!
(A) Cr="prv- T

der angibt, auf wieviel verschiedene Arten N monochromatische
Resonatoren 2, R, .... Ry iiber die Energiestufen 0, ¢, 2, .. ..
verteilt werden kdnnen, wenn sie jedesmal zusammen den vor-
- gegebenen Energieinhalt P& besitzen sollen. (Zwei Verteilungs-
arten sollen dann und nur dann als identisch angesehen wer-
den, wenn der 1., 2., .... N-te Resonator beidemal auf der-
selben Energiestufe liegt.) :

Wir fithren an Hand eines Beispieles ein ,, Perteilungs-
symbol® ein. Sei N=4, P= 1T, Kine der moglichen Ver-
teilungen ist dann: Der Resonator R, liegt auf der Energie-
stufe 4¢ (hat Energieinhalt 4¢), &, auf Energiestufe 2, R,
auf 0¢, R, auf s. Unser Symbol soll von links nach rechts
gelesen, den KEnergieinhalt von Z,, E,, E,, B, bei dieser
speziellen Verteilung angeben und vor allem zum Ausdruck
bringen, dafl der totale Energieinhalt T ist. Es mdge fir
den betrachteten Fall folgende Gestalt haben

(B) IlielalalaiolaJS%OOIiIII
oder auch, einfacher:
© ITesecQ0es 0011,

Bei allgemeinen N, P-Werten enthilt das Verteilungs-
Annalen der Physik. IV, Folge. 45, 65
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* symbol P mal das Zeichen ¢ und (& — 1) mal') das Zeichen 0.
Wie viele voneinander wverschiedene Vertellungssymbole kann -
man aus ihnen bilden? Antwort:

(N -1+ P)!
(1) : TPI (V-1

Beweis: Man sehe zundchst die (¥ — 1 + P) Zeichen
§....8 0....0 als ebensoviele zu unterscheidende Individuen
an, dann kann man sie auf

@) (N—1+ P!
Weisen zwischen Il IT anordnen. Hinterher aber hat man zu
beachten: Je

(3) (¥ — 1)1 P!

von diesen Anordnungsweisen geben dasselbe Verteilungssymbol
und lassen jeden Resonator auf seiner HEnergiestufe liegen;
namlich alle diejenigen Anordnungen, die auseinander durch
Permutation der P Zeichen? & oder der (¥ — 1) Zeichen 0
hervorgehen. Die Anzahl der voneinander verschiedenen Ver-
teilungssymbole und Verteilungen erhélt man also, indem man
(2) durch (3) dividiert. q. e. d.

Anhang.

Der Gegensatz swischen der Energiestufenhypothese von Planck
und der Energiequantenhypothese von HEinstein.

Die Permutation der Zeichen & ist ein rein formeller Kunstgriff,
genau ebenso formell wie die Permutation der Zeichen 0. Wiederholt
hat man den analogen — ebenfalls rein formellen — Kunstgriff, dessen

1) Man gelangt zur Einfiilhrung dieser (¥ — 1) ,,Zwischenwiinde*
zwischen den IV Resonatoren, sobald man danach trachtet sich das Auf-
treten von (¥ — 1)! im Nenner von (A) deutlich za machen. — Planck
zeigt, dab die gesuchte Anzahl von Verteilungen gleich ist der Anzahl
von allen ,Kombinationen mit Wiederholungen aus N Elementen von
der P-ten Klasse und beruft sich fiir den Beweis, dafl diese durch den
Ausdruck (A) gegeben wird auf die betreffenden Ableitungen der Kom-
binationslehre. In den Lehrbiichern der Kombinationslehre findet man
dann die Formel durch ein betriichtlich langes Verfahren abgeleitet, daB
auch einen ,Schiul von % auf % + 1“ erfordert. Alles zusammengenommen
liefert das kein anschauliches Bild vom Zustandekommen der Endformel.

2) Vgl. den Anhang.:



Vereinfachte Ableitung der kombinatorischen Formel wsw. 1023

gich Hr. Planek bedient: Verteilung von P ,Energicelementen® iiber
die IV Besonatoren — mifverstiindlicherweise eine physikalische - Inter-
pretation unterschoben, die der Planckschen Strablungsformel absolut
widerstreitet und zur Wienschen Strahlungsformel fiihren wiirde. Man
identifizierte némlich die Planckschen ,Energicelemente” weitgehend
mit den Einsteinschen ,,Lichtquanten® und sagte dementsprechend: der
Unterschied zwischen Planck und Einstein besteht darin, dab der
letztere auch im leeren Raume die Existenz unabhiingiger Energiequanta
annimmt, der erstere aber nur im Inneren der Materie, in den Resona-
toren. Es ist mehrfach auf den Irrtum hingewiesen wordent), der dieser
Auffassung zugrundeliegt. — Bei Einstein handelf es sich wirklich um
P, gleichartige, voneinander losgeliste Quanten. Er betrachtet z. B. den
Fall, dal sie sich irreversibel aus einem Raume von IV; em? auf den
groBeren Raum von N, em? ausbreiten und berechnet nach der Boltz-
mannschen Entropieformel: §=%1g W, dab dieses eine Entropie-
vermehrung _ ‘

P
() » §—-8 =kklg (—11\\;—12)
liefert.2) Dieselbe Entropievermehrung, wie bei der entsprechenden irre-
versiblen Zerstreuung von P gleichartigen, unabhingigen Gasmolekiilen.
Denn die Anzahl Weisen, auf welche man P Quanta erst itber &, dann
iiber N, Raumezellen verteilen kann, verhilt sich -wie

P P

® Ny ot Ny o
Wiirde es sich auch bei Planck darum handeln, P voneinander
losgelSste Quanta & tiber N Resonatoren zu verteilen, so mifite auch
hier beim Ubergang von N, auf IV, Resonatoren die Anzabl der mog-
lichen Verteilungsweisen im Verhiltnis (§) wachsen und entsprechend

die Entropie nach Gleichung (¢). Nun weill man aber, daB Planck zu
der ganz anderen Formel

(N, ~ 1+ P! (¥, — 1+ P)!
N, —D)IP! T(V, <D P!

09}

gelangt (die nur fir sehr groBe Werte von P annshernd mit (§) zu-
sammenfillt) und zu einer entsprechenden Abhingigkeit der Enfropie
von N. — Wie erklirt sich das? — Nun, es bandelt sich eben bei
Planck nicht wirkliech um P vonetnander losgeltsie Quanta s; ihre Ein-
fihrung ist cum grano salis zu nebmen; als genau ebenso formeller Kunst-
griff wie unsere Permutation der Zeichen ¢ oder 0. Wahres Objeki der
Ziihlung bleibt die Angahl aller voneinander verschiedenen Verteilungen
von N Resgonatoren tiber die Energiestufen 0, &, s&.... bei vorgegebener
Totalenergie Pe. Istz. B. P = 8, N = 2 so muB Eingtein 2% = 8 Weigen

1) P. Ebhrenfest, Ann, d. Phys. 36, p. 9. 1911; G. Krutkow,
Physik. Zeitschr, 15. p. 133. 363. 1914.
2) A, Einstein, Ann. d. Phys. 17, p. 132, 1905.
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unterscheiden, auf welche die drei (gleichartigen) Llchtquanten 4, B, C
fiber die Raumzellen 1, 2 verteilt werden konnen:

4 BC
I/ 11 1
M| 11 2
M| 1 2 1
Iv, 1 2 2
Y| 21 1
VI 21 2
VII| 2 2 1
Vi | 2 2 2

Planck hingegen muB die drei Verteilungen II, III, V nur als eine
einzige ziihlen, denn sie alle drei besagen: der Resonator B, liegt auf
Energiestufe 2 s, R, auf Energiestufe &; ebenso zihlt er die Verteilungen
1V, VI, VII als eine einzige: R, auf Stufe ¢, By aunf Stufe 25 Nimmt
man noch I (R, auf Stufe 38, R, auf 0¢) und II (B, auf 0 R, auf3 8)
hinzu so bekommt man im ganzen wirklich

(N—1+P)! @—1+8"!

(N~-D'Pl — @-1)! 8!

verschiedene Verteilungsarten der Resonatoren £, , K, tliber die Energie-
stufen.

Zusammenfassend: Die Einsteinsche Auffassung fiihrt notwendig
zur Entropieformel (¢); damit notwendig zur Wienschen Strahlungs-
formel und sicher nicht zur Planckschen, Der formelle Kunsigriff won
Planek (Verteilung von P Energieelementen g iiber die N Resonatoren)
kann nicht im Sinne der Hinsteinschen Lickiquanten inferpretiort werden.

Leiden, Oktober 1914,

(Eingegangen 31, Dezember 1914)

Druck von Metzger & Wittig in Leipzig.



