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3. Die Abzdhlung der Freiheitsgrade in einer
Elektronenwolke (strahlender Kiérper);

von A. Landé.

Inhalt: I. Teil. § 1. Die Fouriersche Reihe. § 2. Die Frei-
heitsgrade cdes Hohlraumes. — IL. Teil. § 3. Schwankungen der spek-
tralen Intensititsverteilung. § 4. Riumliche Intensitétsschwankungen.
— Zusammenfassung.

I. Teil.

Die Strahlung in einem nach auBen abgeschlossenen Raum
liBt sich auf verschiedene Weise analysieren. J. H. Jeans?)
lost sie in lauter Erigenschwingungen auf, von denen jede den
ganzen abgeschlossenen Rawm durchsetzt. Als Zahl der Eigen-
schwingungen im Volumen V7 und im Intervall dr» findet
Jeans '

(1) d7Z=3""7qv

3

(Zahl der Freiheitsgrade). M. v. Laue? baut die.Strahlung
aus lauter schmalen Biindeln von endlicher Linge auf; jedes
Biindel wird im Intervall dv durch eine bestimmte Zahl von
Angaben (Koeffizienten einer Fourierschen Reihe) beschrieben.
Durch Summation iiber alle in ¥ mdglichen Biindel gelangt
v. Laue dann ebenfalls zu der Jeansschen Zahl (1) der F'rei-
heitsgrade.

Bedenkt man nun, daB die Strahlang ihren Ursprung in
leuchtenden Quellen im Innern oder an den Winden des
Hohlraumes hat, so ist dieses Resultat zunéichst tiberraschend.
Da némlich, unabbingig vom Voluminhalt V, der Strahlungs-
zustand an jedem Punkt des Hohlraumes durch die retar-
alerten Potentiale der N Quellen bestimmt ist, so sollte
d Z nicht proportional dem Voluminhalt V, sondern pro-
portional der Quellenzahl. N sein.. Dieser Widerspruch mit
dem Jeansschen Frgebnis wurde seinerzeit als Grund fir
die Abweichung der Jeansschen Strahlungsformel von der

1) J. H. Jeans, Phil. Mag. 10. p..91. 1905. .
2) M. v. Laue, Ann. d. Phys. 44. p. 1197, 1914. . .
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Erfahrung hingestellt. Naech W. Ritzl) sollen nimlich aus
allen tberhaupt moglichen Losungen der Maxwellschen
Gleichungen nur diejenigen In Wirklichkeit zuldssig sein,
die sich auf retardierte Potentiale strahlender Quellen zuriick-
fihren lassen, was fur die Gesamtheit der Jeansschen
Eigenschwingungen nicht zutreffe. Daher stellten letztere eine
zu groBe Manngfaltigkeit von Losungen der Maxwellschen
(zleichungen dar, und die Zahl der Ireiheitsgrade sei in
Wirklichkeit von (1) abweichend. Entgegen dieser Auf-
fassung wollen wir 1m Folgenden nachweisen, daB sich (als
Gegenstlick zur Auflésung in Jeanssche Eigenschwingungen
und Lauesche Strahlenbiindel) die Strahlung in V' auch
direkt aus retardierten Potentialen von N beliehig verteilten
Oszillatoren ableiten 1Bt und dabei doch wieder genau die
Jeanssche Zahl (1) herauskommt, also Unabhingigkeit von
N, Proportionalitdt mit V. Wir zeigen nédmlich, dafl eine
grofle Zahl von Ireiheitsgraden nur verschwindende Energien
tragen und dadurch von vornherein ausscheiden, wihrend
die Energien anderer Freiheitsgrade ihr Nichtverschwinden
der Existenz von Oszillatoren an einer bestimmten zugeord-
neten Stelle des Rawmes verdanken, wodurch die Propor-
tionalitit von dZ mit dem Voluminhalt V verstindlich wird.

§ L Dié Fouriersche Reihe,

In dem Hohlraum V mogen N Oszillatoren irgendwie
verteilt sein. Die Emissionshewegung des sxten Oszillators
denken wir uns harmonisch mit unendlich langer Grund-
periode (Fouriersches Integral) aufgeldst zu

o .

fax (v)e—2izvidy [, (v) komplex] .

0
Dann beobachtet man in einem Punkt P, auf einer den Hohl-
raum durchsetzenden &#n-Ebene die zur Schwingungszahl v
gehorige harmonisché Komponente

L, —Qinv(t-;rx A
(2) : A(,ng,.ﬂ)=2;.a_gy_)_e 5’7/),

Triy

1) W. Ritz, Physik. Zeitschr. 9. p. 903. 1908. Vgl. ferner A. Ein-
stein, 1. c. 10. p. 185. 1909; W. Ritz, 10. p. 224. 1909; A. Einstein
u. W. Ritz, 10. p. 323. 1909.
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falls ¢, den Richtungskosinus zwischen Schwingungs- und
beobachteter Polarisationsrichtung angibt. Die Funktion
A (v, & n) entwickeln wir iber einem Farbenintervall

'ifo—-42—” bis 'vo—}-ig—’
und iber einem rechteckigen Gehiet Af=4E&.47
4& . 4 4 . 4
go——z—- bis §0+—§—§- und 7]0——2? bis 7, =L

zu der Fourierschen Reihe

4+00 400 o0 (‘*"“'"o £E=-5& 7 =17, )
2in s+ r+ q
2 2 Z Y, Az )
(3) 'V,§ 72) q G € v 7 )
wobel der Fourierkoeffizient G

pg den Wert erhilt:

( 4 d
vo +5 X fot E Mot —5 ‘)ﬂ

n {GaPQ Avdé‘dqfdwfdgfdn

47
w= ey W

. Ll —& i
Ztn(dv 8+ E_'p-}- qq)

L X 4@ g

Im Exponenten von (2) kénnen wir schreiben
(5) Tutnp = Tx + (§ - go) oy + (77 - ﬂo)ﬁx

falls r, die Entfernung des xten Oszillators von der Matte
von 4 f angibt, und wenn «, und g, die Richtungskosinusse
der Verbindungen des Oszillators mit zwel anderen auf A f
liegenden Punkten sind, die um so néher von der Mitte liegen,
je kleiner die Ausmessungen von A4 f gegen r, sind. Dann
wird aus (4) bei Emsetzung von (2), (5)

ngpq=Zcmfax(w)dwfd§fdn

, - . §=¢ 4
) e (Eree ) e (e

&

. =1, "Aﬂ)
S, PO i/ P
\ in e (q ﬂx -

Im Nenner setzen wir statt der mit £#» verdnderlichen GroBe
¢, €ine mittlere Entfernung 7, des xten Oszillators von den



92 - "A. Landsé.

Punkten des Flichenelementes A4 f vor das Integralzeichen,
ebenso statt der mit » verénderlichen Gréfie a,(v) eine mitt-
lere GroBe a,,. In den Exponenten kann statt der mit 4 &
bzw. 4 % multiplizierten Variablen » ein mittlerer konstanter
Wert gesetzt werden. Dadurch wird '

Ay
- '1'0+"§" ;1
_0:; YT Aar,
’w —...1110(t-r /c) i o e -zndr (s-HAv < 12)
qu‘- A i ' :
, A
v
Ag 4n
Eo+_2_-' & v 4 & S 717 Hif)
i D ]
1 dEe ‘”’Ae( e “").L dne 4 ( ‘8")
AE s Avu N 3
A
Eo—"—E ’70"—.)2

oder nach Ausfiithrung der Integrationen

{ 5. : 'sinn(s—l—tdv—ﬁn)
an‘l‘c% --1,.'!9'0(&‘—1“/(:) . c ’
G_gpq""’ — e . * . dv
Ty n(s-{—tdw-——-?‘,,)
(7 | c
.‘ = | : sinn( —"géa,,) sinﬂ(q—ygvﬁx)
( vAE ) ( v A& )
TT e o, Tiq e ﬁx

(1) Gopa= D M) X (% 5) X 1(%,p) X W ),
worin die Faktoren ¢, y, v die Form sin # : 2 haben.

Zu diesem Ausdruck &, trigt jeder Oszillator » mit einem
Glied M, bei, welches noch mit den vom Index spgq ab-
héangenden Faktoren ¢,, %, ,v,, multipliziert ist. Um G,,, zu
diskutieren, wollen wir den ganzen Raum um das Flichen-

element A& A% herum durch die |
f Kugelschar r® = Z%S +ct |

und- die beiden
8)

wdug
s, , ¢q=0, £ 1, +£2.. 4+ o0),

- Kegelscharen «») = ﬁg p, fO=

in Fécher einteilen, welche um so kleiner ausfallen, je groBer
Ay, AE und Ay sind. An jeder Ecke eines Faches stoBen drei
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der Flichen (8) zusammen, so dal die Fachecken ein System
von Gitterpunkten spgq bilden und zu jedem Gitterpunkt spgq
ein G,,, gehort. Mit Bezug auf einen Oszillator x mit den
Raumkoordinaten 7, a, B, lassen sich die Gitterpunkte spgq
ordnen in Schalen, welche den Oszillator » umgeben: Die
erste Schale besteht aus 23 Gitterpunkten, ndamlich den acht
Ecken des den Oszillator selbst enthaltenden Faches; die zweite
Schale besteht aus 4% —23, die dritte Schale aus 63 — (43 —23)
(utterpunkten usw. Der Beitrag M, @,, fxp Wxq des xten
Oszillators zu einem G, ist nun um so kleiner, je grofer die
Nenner
s+tdv —éa—yrn, p--'——g—gax, q—yj?]ﬂ%,

von @ zy sind. Der Oszillator x» tragt also am meisten zu
denjenigen G, bei, die zu den 8 Gitterpunkten der ersten
Schale gehéren, und sein Beitrag zu einem anderen (fy,, ist
um so kleiner, je groBer die Zahl der zwischen dem Punkt
spq und dem Oszillator gelegenen Schalen ist. Der Beitrag
M, @, t.p¥.q der Gitterpunkte, welche die mte den Oszilla-
tor # umgebende Schale bilden, sinkt mit wachsendem m
unter jede beliebige Grenze. VergréBert man andererseits
Av, A& Ay hinreichend, so wird das Netzwerk der Gitterpunkte
engmaschiger. Dabei bleibt zwar die Anzahl der zu betricht-
lichen G, , Anlafl gebenden Gitterpunkte unverédndert; da-
gegen wird das Roumgebiet, in welchem die wesentlich bei-
tragenden Gitterpunkte liegen, beliebig nahe an den Oszil-
lator herangedréngt; d. h. die Ewnflufsphdre jedes Oszilla-
tors auf die Gy, 148t sich durch Vergréferung von Aw, 4§,
An rdumlich beliebig verkleinern, wéhrend die Zahl der i
der Einflufisphére liegenden Glttelpunkte unverdndert bleibt.
Liegen nun Oszillatoren in einem gegebenen Volumelement r

bis r-+dr, a bis a-~da, f bis -+ df
(9) dV=rdrdQ=rdr 2228

(y = cos 0),

so sind die in 4V liegenden Gitterpunkte s P g emgeschlossen
in den Grenzen:

A-—tdv—l——r<.s<—tdfv-|— (r-l—dr)

V.dfs Vljs

(10) y |
v <p< e+ da), "”’ﬁ< <215 1 ap),
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und man hat innerhalb d¥ im ganzen

(1) dz=22ar" 280072008 = 2 dr Av Afd Q050

c

Gitterpunkte spgq. Durch VergréBerung von dV oder von
Av Af, d. h. durch Vergroferung von 4z, 1iBt sich nun er-
reichen, dafl das Gebiet, welches von den EinfluBsphiren
der in dV liegenden Oszillatoren eingenommen wird, relativ
beliebig wenig iiber den Rand von dF hinausragt. Behauptet
man also, daBl die G, aller auBerhalb dV liegenden Gitter-
punkte sp g von allen innerhalb dV liegenden Oszillatoren s
verschwindend kleine Beitrige M, @,  ¥.pow.q erhalten, so
begeht man einen um so kleineren relativen Fehler, je kleiner
die EinfluBsphiren der einzelnen Oszillatoren im Verhidltnis
zu dem ganzen den Oszillatoren zur Verfiigurig stehenden
Raum dV sind, d. h. je.groBer die Zahl 4z (11) gegen
Eins wird.

Sind also Oszillatoren nur innerhalb d ¥ vorhanden, so
werden 1m Grenzfall

(12) o dz2z>1

alle Gypq, die zu auBerhalb dV gelegenen Gitterpunkten spgq
gehéren, von vornherein verschwinden. Ubrig bleiben nur die
Az G,,,-Werte, deren Gitterpunkte innerhalb 4V liegen,
deren spgq also in den Intervallen (10) eingeschlossen sind.
Man hat also das Resultat:

Die in einem Volumteill dV =rdrdQ verteilten Oszil-
latoren bringen auf einem unter dem Einfallswinkel @ ge-
legenen Flichenstiick 4f im Yarbenintervall Av eine Licht-
erregung hervor, die wegen (10) beschrieben wird durch
hochstens

(13) dz=5Afdvdrd Qeos®  (falls 23> 1),

nicht verschwindende Fourierkoeffizienten G, wihrend die
iibrigen Gp, von vornherein verschwinden, unabhinglg ven
der Zahl der in dem Volumteil enthaltenen Oszillatoren. —
Jedes von Null verschiedene G,,, verdankt sein Nichtver-
schwinden der Existenz von Osziilatoren In einer bestimmten
Raumgegend ; es tragen nimlich alle die Oszillatoren ¢ zu dem
hetreffenden Gy, merklich bei, deren Einflufisphiren den Gitter-
punkt s p g enthalten. |
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§ 2. Die Preiheitsgrade des Hohlraums.

Hat man leuchtende Oszillatoren in mehreren Volumteilen,
so setzt sich Gy, (7') einfach additiv aus den Beitrigen der
einzelnen Volumteile zusammen, und es verschwinden wieder
alle die Gy, von vornherein, deren Gitterpunkte sp q aunBer-
halb des von Oszillatoren eingenommenen Gebietes V liegen.
Dadurch 1st der Strahlungszustand in den Intervallen 4f, 4»
auf Emaissionen von Oszillatoren zuriickgefihrt (an Stelle der
Zurtickfithrung auf Kigenschwingungen des Hohlraumes [Jeans ]|
oder auf Strahlenbiindel [v. Laue]), - und die Zahl der Be-
stimmungsstiicke der Strahlung auf Af, 4» hingt nicht von
der Zahl der Oszillatoren ab, sondern von dem Voluminhalt
des den Oszillatoren zur Verfiigung stehenden Gebietes dar.
Der eingangs erwihnte Widersprueh ist dadurch geldst.

Um die Zahl der Bestimmungsstiicke der ganzen Strahlung
zu berechnen, wenn die Oszillatoren ein Raumgebiet V erfiillen,
betrachte man?) eine beliebige Ebene f, welche ein von Oszil-
latoren erfiilltes Raumgebiet 77 eventuell in mehreren nicht
zusammenhéngenden Stiicken durchsetzt. f denken wir uns
aus lauter Stiicken Af zusammengesetzt, so daB f= Z4f.
Durch jedes Af legen wir, als Achse eines Kegels der Off-
nung dQ, in der festen Richtung £ eine Gerade, welche mit
der Normalen von Af den Kinfallswinkel @ bildet. Den inner-
halb ¥ verlaufenden Teil R dieser Geraden denken wir aus
lauter Stiicken dr zusammengesetzt, so daB 2 dr = R. Sum-
mieren wir jetzt in (18) iiber simtliche Stiicke dr der zu einem
Af gehdrigen Geraden B und dann iiber simtliche zu f ge-
horigen Stiicke Af, so wird

SD>drdfcosO =7V,
& r
also 1st wegen (13)
2
—Es—dQ Vdw.

ale Zahl der Fourierkoeffizienten G,,,, welche die Beleuch-
tung der ganzen Ebene f durch sdmtliche Oszllatoren mit
Farben 4v beschreibt, soweit diese aus der Kegeloffnung d £
um die feste Richtung 2 auf die einzelnen Stiicke A f strahlen.
LaBt man alle Finfallswinkel zu, so tritt 47 an die Stelle

1) Vgl. M. v. Laue, Ann. d. Phys. 44. p. 1200. 1914.
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von d£2. Beachtet man schlieBlich, dal in jedem komplexen
Fourierkoeffizienten Gy, 2wet Angaben (Amplitude und Phase)
enthalten sind, so findet man die Jeanssche Zahl

(14) A7 =3"Y7dy,

Gd

als Zahl der unabhidngigen Angaben, welche den Strahlungs-
zustand auf einer beliebigen durch ¥V gelegten Ebene f im
Intervall dv beschreiben. Da nach Bestimmung der dZ Zu-
standsgrofen auf der Hbene f der Zustand in jedem anderen
Punkt des Volumens V' ohne neue Angaben mitbestimmt ist,
falls passende Randbedingungen, etwa spiegelnde Wande, vor-
geschrieben sind, so ist dZ als Zahl der Freiheitsgrade des
Raumes ¥V im Intervall d » anzusprechen. Alle iibrigen Frei-
heitsgrade sind von vornherein ausgeschlossen, da ihre Ener-
gien gegen die der dZ Freiheitsgrade um so mehr verschwinden,
je groBer dZ gegen 1 ist:

(12) Q251

Die Bedingung (12) ist ibrigens auch die Voraussetzung der
Untersuchungen von Jeans, Weyl und v. Laue iber die
- Freiheitsgrade der Hohlraumstrahlung.

II. Teil.

Zu einem &hnlichen Resultat gelangt man durch eiue
Methode, die sich auf die Schwankungen der spektralen und
der rdumlichen Energieverteilung griindet. Man kann nim-
lich fragen, ob bei der fortwihrend schwankenden Energie-
verteilung im Spektrum alle Farben wirklich unabhingig von-
einander sind, oder ob nicht bei gegebener Intensitdat der
Farbe » 1m selben Augenblick die Intensitiit einer benach-
barten Farbe » 4+ Av mehr oder weniger mitbestimmt ist;
ebenso, ob nicht die Intensititsschwankungen an benachbarten
Raumpunkten in jedem Augenblick irgendwie verkniipft sind.
Wir werden nun finden, daB beil den fortwihrenden raum-
lichen und spektralen Intensitétsschwankungen zwei benach-
barte Stellen des Raumes und des Spektrums wahrscheinlich-
keitstheoretisech um so abhéngiger voneinander sind, je néher
sie beieinander liegen, so da8 sich, bis auf einen unbestimmten
Zahlenfaktor, ein kritisches Raumintervall und ein kritisches
Farbenintervall feststellen 1aB%, innerhalb dessen Abhéngigkeit,
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auBerhalb dessen Unabhingigkeit besteht. Dadurch gelingt
es, den Raum und das Spektrum in voneinander unabhingig
schwankende Elementarbereiche zu zerlegen, deren Anzahl bis
auf jerien unbestimmten Faktor mit der Jeansschen Zah! (1)
der Freiheitsgrade tiibereinstimmt. Die kritischen Intervalle
sind ibrigens identisch mit den kritischen Grenzen des harmo-
nischen und optischen Aufldsungsvermogens, welche heide auch
nur bis auf einen unbestimmten Faktor definiert sind.

§ 3. 8chwankungen der spektralen Intensitdteverteilung.

Der Beobachtungspunkt P werde bestrahlt von n Oszil-
latoren, welche in der Entfernung
dr . dr
r — —2— blS 7 +—2—-
von P innerhalb eines korperlichen Winkels d£2 liegen, also
ein Volumelement rd&Q2dr erfiillen. Die Schwingung des

xten Oszillators werde nach Fourier mit einer Grundperiode
2T dargestellt durch

) + oo wat )
(1) Zla”e" T (a,, komplex).

Ist dann ¢, die Lichtzeit vom xten Oszillator zum Punkt P
t, =rJe, und bedeutet ¢, den Kosinus der Schwingungs-
richtung des »ten Oszillators gegen die in P beobachtete Polari-
satlonsuchtung, so wird die Lichterregung -in P dargestellt
durch

n + o ‘”8t n 8
- -—t t —1 — i —
<|G/Z‘C i ( : se T naxacne-l-lT H;
Z 2 Z 7'”
— 1

wobei die Schwmgung v =§/2T den Amplitu_demPhasenfaktor

n

" Ta o 'ﬂ
(3) . * . Aa — g._.’—‘-ﬁ-e-!-z T t?f
: Z 7, L

1
besitzt. Bezeichnen wir mit z die zu z konjugiert komplexe
.GroBe, so wird die Intensitit der Schwingung v =s/2T

(4) = 4, d, = D D i ),

und, wenn ¥ =¢'/2T die Schwmgungszahl einer anderen
Fourierschwingung 1st: -
Annalen der Physik. IV. Folge. B50. 7
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= ® " hd
| N T . Tu Te, "o '
. IF 4
Xe'T [¢ (‘x—!'!¢+te- by~ (2= )(te-tf’)] .
Nun berechnen wir, unter der Voraussetzung im Durch-

schnitt gleichmdfigen, Dichteertillung des Volumelements »d Q2dr.

mit Oszillatoren, den Mittelwert J,, wenn jeder Oszillator mit
gleicher Wahrscheinlichkeit in jeder Entfernung

(5)

dr

r—d——z—T bis T+

liegen kann, so daB die Zeiten f;...1,...%¢, in einem Spiel-
raum

dr r T T
T=— (t”=z+1’x, -'§<TR<+'§),

um t, = r/¢ varileren. Dann wird m (4) der Mittelwert

+1/2 12 ) in?( Jop
*1\,, \_'_ sin“{m st ) e
[ f;fodr dz, e = i 2Ty fir 2= u
l —7/2 —7f2

=1 fiir = p.

Nehmen wir an, daB v7=s1/2T grof gegen 1 ist, d. h.
da8 auf die Strecke dr viele Wellenlingen 2 = ¢/» fallen, so
ist also der Mittelwert der Glieder x = u gegen den der Gliedex
» = j zu vernachldssigen, und wir erhalten aus (4)

© 0 T= Sl
) 8 ;e g 2
o

Sind »v und v’z grofl gegen 1, ohne daBl auch (v — »') v grof
gegen 1 zu -sein braucht, so finden wir entsprechend, dafl
in (5) bei der Mittelung nur diejenigen Glieder stehen bleiben,
fiir welche ». = u und ¢ = o 1st — diese geben 1 als Mittel-
wert des Exponentialfaktors —, oder fur welche % = ¢ und
p = o st — diese geben den Mittelwert sin? [m(s—~s")7/2.T]:
[n(s—s’ t/2T)? —, so.dall man aus (5) erhdlt:

1. 3 S el

. Sln2 [7!(8-— Q)t 21] nnscx(’p!s‘f;za;n&' {',u.ﬂus ('x -
(7 | + (n(s — s)z/2 T > 2 !

HZ u

.dagegen aus (6)
Tox 7 = 3% Stlemlulatel

2
T, ?'9
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Wiren J, und J, vonelnander ganz unabhingig, so wire
oy i dy X dy=1.

In Wirklichkeit weicht aber, wegen (s—s)/2T =»— 9/,
7 = dr/e, dieser Quotient um so mehr von dem ,,unabhingigen‘
Wert 1 ab, je grofer in (7)

(8) sin? [ (v —v") dr/c]:[n (v—9") dr/c]?

186, Der unabhingige Wert 1 wird beim Auseinanderriicken von
v und ¥ erstmalig erreicht, wenn (8) verschwindet, d. h. bel

|v —v'| = ¢/dr ,

als selen die Inténsititsschwankungen an den beiden Stellen
v und » des Spekirums voneinander unabhéngig. Bel weiter
wachsender Differenz |v—+'| > ¢/dr entiernt sich der wahre
Wert J,Jy:d, X Jy von dem unabhiingigen Wert 1 nur
noch minimal. Je nachdem man diesem Entfernen mehr oder
weniger Rechnung trégt und unter & eine mehr oder weniger
die 1 itbertreffende Zahl versteht, kann man -

(8" - §.c/dr

als eine Art kritische Farbendifferenz auffassen, derart, daf
zwel Farben v und " als voneinander abhingig gelten, wenn
|lv—v"| < de/dr, als unabhingig, wenn |»—»"| > dec/dr ist.
Ein Spektratbereich 4 » wird dadurch in |

(9) " . -(-S——O—Aw, -

unabhéinglg schwankende Farbenbezirke zerlegt. Da die In
den GréBen @, ,(x =1,2,...n; — 00 < $§ < + o) ausgedriick-
ten speziellen Emissionseigensc¢haften der Oszillatoren und
auch ihre Anzahl n aus dem Ergebnis herausfallen, hat man
das Resultat:?)

Ein gleichm#Big dicht mit Oszillatoren erfiilltes Volum-
element rdQ2dr gibt im Aufpunkt r =0 ein Spektrum, in
welchem die Intensitidten zweier Farben » und »' im Sinne
der Wahrscheinlichkeltsrechnung um so unabhéngiger von-

- '1) Dasselbe Resultat in anderer Einkleidung vgl. M. v. Laue,
Uber einen Satz der Wahrscheinlichkeitsrechnung und seine Anwendung
auf die Strahlungstheorie, Ann. d. Phys. 47. p. 853. 1915.

7‘
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einander schwanken, je grofer |v—+'|dr/c gegen 1 ist, un-
abhéngig von der Zahl und den speziellen Eigenschaftenr der
Oszillatoren. Daraus leitét sich eine Einteilung des im Auf-
punkt beobachteten Spektralintervalls 4 » n

©) < dvdrfe
Elementarbezirke unabhéingiger Schwankungen ab.

§ 4. Rdéumliche Intensititsschwankungen.

Wir denken uns wie in ‘(1) die Emissionshewegung jedes
Oszillators spektral aufgelost und betrachten in diesem Para-
graphen nur die Kigenschwingungen einer einzigen Farbe
v=c/i, k=2n/l. Ist wieder 7, die Entfernung des xten
Osmlators von P, 7', die von einem benachbarten Punkt. P/,
so wird die Lichterregung in P bzw. P’ bis auf den Faktor
e~ 277t dargestellt durch

{ n
A = Ex _.al_c_“_- ei (6:¢+er)
1 T

(10) j (0, = Phase),

n

J=Ad4 = ZZ‘ @i Co %C ¢ (8,78, )ik (7))
e sicis 33 3 B

e‘_(éx_ap'{_dg_do) +tlc(¢u—r;£+fer—1'ar) .

Geht man zu Mittelwerten tuber viele Phasenverteilungen ¢

iiber, so bleiben in J nur die Summenglieder mit % = y stehen,
so dab.

(11) T= > 2l 5

wird. In JJ’ bleiben nur die Summenglieder stehen, bei welchen
%=y und p =0 18t — diese geben den Exponentialfaktor
e =1 —, und die Glieder, bei denen » = ¢ und u = g ist
— diese -geben den Faktor eI~ =)"Cu~"u)l  Algo wird
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Zzlﬂxl"' ‘*’]a I*C"
+ 22]@, |2 ’[a#]’ g [ wT) = ()] |

w2 o
Dagegen nach (11)

77 - 3 Sl

Die beiden Aufpunkte P und P’ mégen nun auf einem Ebenen-
stiick f liegen; P habe auf .f die Koordinaten & =0, n = 0,
P’ die Koordinaten &x. Die Mitte des Oszillatoren enthaltenden
Raumelements rd&2 dr liege von P aus in der Rlchtung mif
den Kosinussen a8, 7o, 50 daB

(13) 19= "2 df

cos &

%l

wird, wenn y, = cos@ und @ der Einfallswinkel zwischen
der Richtung «gfy7, und der Flichennormalen von f ist.
Die Oszillatoren maogen die um a, B, , herum Legenden Rich-
tungskosinusse «, 8, y, haben, wobeil

&, = C(,c- '(____‘_’_’_ <au<+i?—) )
b= bt 5. (=4 <5, < 39).
Ist die Entfernung PP’ klein gegen 7., S0 wird angenihert

(14) "7':4’ rv=§ttet 7= §“o+"7ﬂo)+ (§ a. + Db.) .

Nimmt, unter der Vomussetzung im  Durchschnitt gleich-
mdfiiger Dichteerfiillung des Volumelements r dr da df/cos @,
jedes a, und b, mit gleicher Wahrscheinlichkeit jeden Wert
zwischen —da/2 und +4da/2 bzw. zwischen —df/2 und
+dB/2 an, so wird der Mittelwert des Exponentialfaktors (12)
nach (14) o

+daf2 +dp/2

(dadﬂ)ﬁff f]’ ik[(Ea,+nb,)~(Fa, +'?by)]da da, d¥, d5,

~daf2 —dg|2
_ sm‘(k.,"da/m , Sinf(kgdf[2)
T kEde/2) kndp/2)

Daher wird aus (12) im Durchschnitt
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JJ, 22 |a, |2£ﬁ|”ulscﬂ

sin? (k & drzf?) smg(kq dﬁ 2) |a |*c s’|a,¢|2qu
(15) T T WEdajor FEdBj2) 22 7

® = p
Z a |2 .| a |2 ¢
f X J’_b y | tad fd lu
u .
Wiren J und J’ Vonemander.ganz unabhingig, so wire

T Tx 7=1.

In Wirklichkeit weicht aber nach (15) dieser Quotient um
so mehr von dem ,unabhingigen Wert” 1 ab, je groBer

sin*(k&da/2) sin®(eydp/2)

(16) ®Edaj2)®  (kndploy

ist.  Der unabhingige Wert 1 wird, falls *P’(& %) von
P (0, 0) abriickt, erstmalig erreicht. wenn (16) verschmndet
d. h. auf dem Quadratund
A 27 l
I§| kda = dao’ 7| = kdﬁ

als selen die Inten51tatssclmankungen in P und P’ von-
einander unabhingig. Bei weiter wachsendem Abstand PP’
weicht der wahre Wert JJ':J X J' nur noch minimal von
dem ,,unabhingigen’ Wert 1 ab. Je nachdem man dieser
Abweichung mehr oder weniger Rechnung trégt, und unter e
eine mehr oder weniger die 1 ubeltreffende Zahl velsteht
kann :

. 2
2 . ¢

i
48 = 8 v*d £2 cos O :

sy L et

als eine Art kritischer Flichenbezirk a,ngesmochen W e1den,
derart, daB die Beleuchtung in zwei Punkten P (0,0) und
P’(&,m) als voneinander abhingig gilt, wenn

_ PRIV e |
Al <egm,  Iml<egp. oo
als unabhéingig, wenn '

E>eds > edy
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1st. Kin Ebenénstﬁck 4 f wird dadurch in .
(17‘) ' — Af dﬂ dﬁ 1

=5 5w 4fd2cos0
unabhiingig schwankende Elementarbezirke zerlegt.
- Wir haben also das Resultat:1)

Wird ein Ebenenstiick aus der Einfallsrichtung @ her
von Oszillatoren beleuchtet, welche im Durchschnitt.mit gleich-
miBiger Dichte ein Volumelement rdf2 dr erfiillen, so sind
die Intensitdtsschwankungen in zwel Punkten P'(£, %) und
P (0,0) der Flache im Sinne der Wahrscheinlichkeitsrechnung
um so unabhiéngiger voneinander, je grofler

kEde . kndp
27 2n

g
=§7]—1c:‘2—d90056

gegen 1 .ist, unabhidnglg von der Zahl und den speziellen
Eigenschaften der Oszillatoren. Daraus leitet sich eine HEin-
tellung des Ebenenstiickes 4. f n

) B
(17 5w 4fd2cos O

&

unabhéingig schwankende Elementa.rbezirke ab.
Durch Multiplikation von (17) mit (9) erhilt man

(18) i 2 drdDcos@ Af Ay

als Gesamtzahl der unabhingig’ schwankenden Elementar-
bezirke, welche die in einem Volumelement r df2dr gleich-
miBig dicht verteilten Oszillatoren aunf einem Ebenenstiick 4f
im Farbintervall 4» aus der Einfallsrichtung © her hervor-
bringen, unabhdngig von der Zahl und den speziellen Eigen-
schaften der Oszillatoren. Die Zahl (18) der unabhidngigen Ele-
mentarbereiche von Af.Av stimmt bis auf den unhestimmten
Faktor 1/d &2 iiberein mit der Zahl Az in Gleichung 18, Teil T,
fiir die Zahl der unabhingigen Angaben zur Beschreibung
des Zustandes auf Af.Av. : '

Der unbestimmte Zahlenfaktor 1/d¢e2 in (18) trigt dem
‘Umstand Rechnung, daB zwei Stellen des Spektrums bzw.

1) Dasselbe Resultat in anderer Einkleidung vgl. A. Landé, Zur
Theorie der Helligkeitsschwankungen, Physik. Zeitschr. 15. p. 946. 1914,
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des Raumes auch dann noch nicht in ihren Schwankungen
ganz unabhinglg sind, wenn ihre Entfernung das kritische
Intervall (8') bzw. (16") tbertrifft, und daB andererseits auch
bei unterkritischer Entfernung ein gewisses Maf wvon Un-
abhidngigkelt besteht.

Die kritische Entfernung (16") [§ —¢&'| = e 1/da unab-
hangiger Schwankungen bei Beleuchtung zweier Punkte aus
dem Winkel d a 1st ibrigens identisch mit der Grenze ihrer
oplaschen Auflésbarkeit, die ebenfalls nur bis auf einen un-
bestimmten - Zahlenfaktor definiert ist.}) Analog filhnt das
kritische Farbenintervall (8") : -

=r5/t

zu einer ,,Grenze der hafr'nwnfbschen Auﬂosba'rkeu d. 1. einer
minimalen Schwingungszahldifferenz |» —v'|, welche zwel be-
nachbarte Farben nicht unterschreiten diirfen, wenn sie wdh-
rend ewner vorgegebenen Zeit v aufgelost werden sollen; oder
auch dem Reziproken einer minimalen Zeit 7, welche zur
Analyse eines vorgegebenen Fa,lbena,kkmds v, v notig ist:
= 8/|v—2')

Zusammenfassung.

I. Teil. Die Strahlung, -welche eine Wolke von Oszil-
latoren » auf einem Flichenelement A f = A& . Ay der £n-Ebene
im Farbenintervall 4 v = ¢4 1/1% hervorbringt, wird in die
Fouriersche Reihe

oot 4o 2ixm v;—:o 4+ E;:{) »+ ﬂ;—ﬂﬂo 9)
v, & 1) = E 2 Zq G, - |
—00 —00 — oo

1) M. v. Laue, Ann. d. Phys. 44. p. 1197, 1914.

2) Damit ein Zusammenklang aus zwei gleichzeitig angeschlagenen
Ténen v und »" harmonisch analysiert werden kann, darf die dafir zur
Verfiigung stehende Zeit T nicht kleiner als die Schwingungsdauer 1/v — v’
des Differenztones sein, d. h. man muf} eine »»Schwebung‘“ abwarten.
Zwei Tonmterva]le v, bis »,’ und Y2 bis v,” werden in der Musik als gleich
bezeichnet, wenn v,: »,” = »,: »,” ist. Die zur harmonischen Auflésbar-
keit notige Minimalzeit (&chw‘ebungsperiode) ist. also um so grofler, je
itefer bei gleichbleibendem Tonmterva]} v:v" die beiden Téné » und »
llegen : '
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entwickelt, wobel

2 Y @y Cx
f—l F —
q . ?'H

T r, 44\
) tdy - =2 22
‘s, smn(s-{- v 1 ).)

. r . . A
sinn (p é;_’ a, siugr( _4n F?A)
¥ .
. .
n(p—— Ab an) (g'_'_"'l'lgr)

wird. Zu jedem Indextripel spq gehoért also eine hestimmte
Raumstelle 7, «, 8, deren umgebende Oszillatoren 7, «, f, den
drei Faktoren der Form sin z/2 zu ihren Mazimalwerien 1 ver-
helfen. Im Grenzfall sehr kleiner Wellenlingen 1 ist aber der Ab-
fall von diesem Maximum 1 auf 0 rdumlich so steil, daB die
GroBe Gy, nur abhingt von der Lagerungsdichte und Leucht-
kraft -derjenigen Oszillatoren, die sich duflerst mahe an der
zu spq eugeordneten Raumstelle mdazimaler sin z/z-Fakioren
befinden.” Ob also der Fourierkoeffizient G,,,” von 0 ver-
‘schieden ist, hingt nur von der Egxistenz von Oszillatoren
in der Umgebung der zu spq zugeordneten Raumstelle ab,
nicht von der Zahl der dortigen Oszillatoren. Sind also die
Oszillatoren von vornherein alle auf einen bestimmten Raum V
beschrinkt, so verschwinden von vornherein alle die G,pq,
deren Gitterpunkte spq auferhalb V liegen, und es ist
die Zahl der iiberhaupt als von 0 verschieden in Betracht
kommenden Bestimmmungsstiicke (y,, proportional dem ftr die
Oszillatoren zur Verfiigung stehenden Raum ¥, namlich gleich
der Jeansschen Zah (1). Allein aus retardierten Potentialen
von Oszillatoren ldft sich also die Jeanssche Zahl der
Freiheitsgrade ableiten, womit der eingangs ema‘hnte Wider-
spruch geldst 1st.

‘ e,

II. Teil. -Einige Resultate tber die Grofe unabhingig
schwankender Gebiete des Raumes und des Spektrums-sind am
SchluB der §§38 und 4 angegeben. Sie fithren zu , kritischen*
Raum- und Farbenintervallen, welche mit den Grenzen des
optischen und harmonischen Auflésungsvermégens iiherein-
stimmen. . N '

Brest-Litowsk, Tebruar 1916.

(Eingegangen ‘1. Mirz 1916.)




